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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce je prˇehledovy´m textem, ktery´ se zaby´va´ problematikou pohybu
vesmı´rny´ch teˇles. Je rozeb´ıra´n proble´m jednoho, dvou a trˇ´ı teˇles. U prvn´ıch dvou u´loh
odvod´ıme analyticky´ tvar trajektorie pohybu. Z cˇehozˇ odvod´ıme Keplerovy za´kony, ktere´
jsou za´kladem pro pochopen´ı pohybu vesmı´rny´ch teˇles. Da´le budeme diskutovat vztah
trajektorie k pojmu kosmicke´ rychlosti. Pro proble´m trˇ´ı teˇles v obecne´m prˇ´ıpadeˇ analyt-
icke´ rˇesˇen´ı v uzavrˇene´m tvaru neexistuje. Existuj´ı specia´ln´ı prˇ´ıpady, tzv. stabiln´ı orbity,
pro ktere´ je analyticke´ rˇesˇen´ı zna´mo. Navrhneme tedy numericke´ rˇesˇen´ı explicitn´ı Runge-
Kutta-Bogacki-Shampine metodou a metodou zpeˇtne´ho derivova´n´ı a jejich vy´sledky otes-
tujeme na prˇ´ıkladu stabiln´ı orbit.
Abstract
This Bachelor thesis is a summarising text which deals with the issue of space motion.
We analyse one-body, two-body and three-body problems. We derive analytical solution
for the first two problems, from which we derive Kepler’s laws, which are important for
understanding of the space motion. We also discuss the relation of analytical solution to
escape velocities. The closed form of analytical solution for general case of three-body
problem does not exist. There are special cases, so-called stable orbits, for which the
analytical solution is known. We design the numerical solution by explicit Runge-Kutta-
Bogacki-Shampine method and back diferentiation method and we will test the results on
the stable orbits.
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1 U´vod
Pr˚ukopn´ıky zkouma´n´ı pohybu vesmı´rny´ch teˇles byli Johannes Kepler (1571 - 1630) a
Galileo Galilei (1564 - 1642). Oba byli prˇesveˇdcˇeny´mi zasta´nci heliocentrismu, tj. na´zoru,
zˇe planety ob´ıhaj´ı kolem Slunce. Autorem tohoto modelu byl Mikula´sˇ Kopern´ık (1473 -
1543). Johannes Kepler se v roce 1596 stal matematicky´m spolupracovn´ıkem astronoma
Tychona Braheho a zacˇal s n´ım pracovat na proble´mu urcˇit obeˇzˇnou dra´hu planety Mars.
V te´to pra´ci pokracˇoval po Braheho smrti v roce 1601 sa´m. Po 8 letech uka´zal, zˇe Mars
ob´ıha´ Slunce po elipticke´ dra´ze se Sluncem v jednom ohnisku. Tento za´kon byl spolecˇneˇ
se
”
za´konem obsah˚u“ publikova´n v roce 1609. Kepler pote´ objevil podobne´ dra´hy pro
ostatn´ı planety a sv˚uj trˇet´ı za´kon publikoval v roce 1619.
Galileo Galilei byl Keplerovy´m soucˇasn´ıkem a pracoval neza´visle na neˇm. Je zna´my´
svy´m vyna´lezem dalekohledu zveˇtsˇuj´ıc´ım azˇ dvacetina´sobneˇ, pomoc´ı neˇhozˇ pozoroval
vesmı´rna´ teˇlesa. Objevil naprˇ´ıklad neˇktere´ meˇs´ıce planety Jupiter. Galileova pra´ce o po-
hybech teˇles byla spolecˇneˇ s Keplerovou prac´ı prˇedch˚udcem klasicke´ mechaniky, kterou
vytvorˇil Isaac Newton o v´ıce nezˇ 100 let pozdeˇji. Newton take´ uka´zal, zˇe Keplerovy za´kony
plynou z jeho teorie gravitace.
V te´to pra´ci se budeme veˇnovat analyticke´mu rˇesˇen´ı proble´mu jednoho a dvou teˇles,
ktere´ lze odvodit z Newtonovy´ch pohybovy´ch za´kon˚u. Pomoc´ı z´ıskany´ch vy´sledk˚u odvod´ıme
Keplerovy za´kony a vzorce pro vy´pocˇet kosmicky´ch rychlost´ı. Na za´veˇr provedeme diskusi
proble´mu trˇ´ı teˇles.
Pra´ce je cˇleneˇna na´sledovneˇ. Ve druhe´ kapitole je uvedena potrˇebna´ teorie obycˇejny´ch
diferencia´ln´ıch rovnic, geometrie kuzˇelosecˇek a potrˇebne´ fyzika´ln´ı za´kony, ze ktery´ch v cele´
pra´ci vycha´z´ıme. Ve trˇet´ı kapitole zkouma´me proble´m jednoho teˇlesa. V tomto prˇ´ıpadeˇ
uvazˇujeme jedno hmotne´ teˇleso upevneˇne´ v pocˇa´tku soustavy sourˇadnic a jedno teˇleso
zanedbatelne´ hmotnosti. Pomoc´ı Newtonovy´ch za´kon˚u a diferencia´ln´ıch rovnic z nich ply-
nouc´ıch odvod´ıme, zˇe nehmotne´ teˇleso se pohybuje kolem hmotne´ho po kuzˇelosecˇka´ch s
ohniskem ve strˇedu hmotne´ho teˇlesa. Provedeme take´ vy´pocˇet kosmicky´ch rychlost´ı po-
moc´ı na´mi odvozeny´ch rovnic drah. Ve cˇtvrte´ kapitole zkouma´me proble´m dvou teˇles,
cozˇ je prˇ´ıpad vza´jemne´ho silove´ho p˚usoben´ı dvou teˇles srovnatelne´ hmotnosti. Jak se
uka´zˇe, tento proble´m lze prˇeve´st na ekvivalentn´ı proble´m jednoho teˇlesa a vyrˇesˇit stejneˇ
jako v prvn´ım prˇ´ıpadeˇ. V pa´te´ kapitole uvedeme vy´znamnou aplikaci z´ıskany´ch vy´sledk˚u,
odvozen´ı Keplerovy´ch za´kon˚u. V sˇeste´ kapitole provedeme rˇesˇen´ı proble´mu trˇ´ı teˇles. Tento
proble´m v obecne´m prˇ´ıpadeˇ nema´ analyticke´ rˇesˇen´ı v uzavrˇene´m tvaru. Proto jej budeme
rˇesˇit numericky. Jsou vsˇak zna´my jiste´ specia´ln´ı prˇ´ıpady, takzvane´ stabiln´ı orbity, kdy
tento proble´m analyticky rˇesˇitelny´ je. Prˇ´ıklady stabiln´ıch orbit takte´zˇ uvedeme. Vzhle-
dem k zameˇnˇova´n´ı pojmu˚ trajektorie a dra´ha se nyn´ı k tomuto proble´mu vyja´drˇ´ıme. V
cele´ pra´ci budeme pouzˇ´ıvat pojem dra´ha pro krˇivku, po ktere´ se dane´ teˇleso pohybuje.
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2 Teoreticky´ za´klad
Nezˇ zacˇneme zkoumat samotne´ pohyby vesmı´rny´ch teˇles, zavedeme potrˇebny´ apara´t,
ktery´ budeme vyuzˇ´ıvat. Budou to diferencia´ln´ı rovnice, geometrie kuzˇelosecˇek, protozˇe
jak se pozdeˇji uka´zˇe, vesmı´rna´ teˇlesa se pohybuj´ı pra´veˇ po nich. V posledn´ı rˇadeˇ uvedeme
fyzika´ln´ı za´kony, ze ktery´ch budeme vycha´zet. Uved’me nyn´ı take´, zˇe vektory budeme
znacˇit tucˇny´m p´ısmem, a skala´ry netucˇny´m. Naprˇ´ıklad a je vektor zrychlen´ı, proto ho
p´ıˇseme tucˇneˇ. Velikost zrychlen´ı a = |a| uzˇ je skala´r, a proto ho tucˇneˇ nep´ıˇseme.
2.1 Teorie obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic
Prˇi rˇesˇen´ı proble´mu˚ pohybu vesmı´rny´ch teˇles vznika´ potrˇeba rˇesˇit diferencia´ln´ı rovnice
v za´vislosti na pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nka´ch, tedy pocˇa´tecˇn´ı proble´m. Proto v te´to kapi-
tole uvedeme potrˇebnou teorii obycˇejny´ch diferencia´ln´ıch rovnic. Uvedene´ definice a veˇty
vycha´zej´ı z [4].
Definice 2.1. Obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnic´ı (ODR) nazy´va´me rovnici, v n´ızˇ se
vyskytuj´ı derivace hledane´ funkce jedne´ promeˇnne´. Rˇa´dem diferencia´ln´ı rovnice nazy´va´me
nejvysˇsˇ´ı rˇa´d derivace hledane´ funkce v uvazˇovane´ diferencia´ln´ı rovnici. Obycˇejnou difer-
encia´ln´ı rovnici rˇa´du n oznacˇujeme ODRn.
ODRn uvazˇujeme v norma´ln´ım tvaru
y(n) = f
(
x, y, y′, ..., y(n−1)
)
, (2.1)
kde f je rea´lna´ funkce definovana´ na oblasti Ω ⊂ Rn+1. V te´to pra´ci ovsˇem budeme
muset rˇesˇit diferencia´ln´ı rovnici v za´vislosti na pocˇa´tecˇn´ıch datech. Takove´ u´loze se rˇ´ıka´
pocˇa´tecˇn´ı proble´m.
Definice 2.2. Pocˇa´tecˇn´ım proble´mem pro ODRn rozumı´me nale´zt rˇesˇen´ı rovnice (2.1)
vyhovuj´ıc´ı n pocˇa´tecˇn´ım podmı´nka´m
y (x0) = y0,
y′ (x0) = y1,
...
y(n−1) (x0) = yn−1, (2.2)
kde [x0, y0, y1, ..., yn−1] ∈ Ω.
Definice 2.3. Rˇesˇen´ım ODRn nazy´va´me kazˇdou n-kra´t spojiteˇ diferencovatelnou funkci
na neˇjake´m intervalu I, ktera´ vyhovuje dane´ rovnici, takzˇe po dosazen´ı te´to funkce a
jej´ıch derivac´ı do dane´ rovnice dostaneme na intervalu I identickou rovnost. Krˇivku, ktera´
zna´zornˇuje neˇktere´ rˇesˇen´ı dane´ ODR nazy´va´me integra´ln´ı krˇivkou diferencia´ln´ı rovnice.
Samotne´ rˇesˇen´ı nazy´va´me take´ integra´lem rovnice.
a) Obecny´m rˇesˇen´ım ODRn rozumı´me funkci za´visej´ıc´ı na n obecny´ch konstanta´ch
c1, ..., cn takovy´ch, zˇe jejich vhodnou volbou lze z´ıskat rˇesˇen´ı kazˇde´ho pocˇa´tecˇn´ıho
proble´mu (2.1), (2.2).
b) Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı ODRn je takove´ rˇesˇen´ı, ktere´ z´ıska´me z obecne´ho rˇesˇen´ı pev-
nou volbou c1, ..., cn.
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c) Vy´jimecˇne´ (singula´rn´ı) rˇesˇen´ı je takove´ rˇesˇen´ı, ktere´ nez´ıska´me z obecne´ho
rˇesˇen´ı zˇa´dnou volbou c1, ..., cn.
Pro neˇktere´ ODRn ovsˇem neexistuj´ı analyticke´ metody pro nalezen´ı rˇesˇen´ı. Proto nyn´ı
uvedeme alesponˇ prˇ´ıslusˇne´ existencˇn´ı veˇty.
Veˇta 2.1 (Picardova). Necht’ funkce f = f(x, y0, y1, ...yn−1) splnˇuje tyto dveˇ podmı´nky
1. f je spojita´ na Ω,





pak existuje rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (2.1), (2.2), ktere´ je definova´no na intervalu
(x0 − δ, x0 + δ) kde δ > 0. Toto rˇesˇen´ı je urcˇeno jednoznacˇneˇ.
Veˇta 2.2 (Peanova). Necht’ funkce f = f(x, y0, y1, ...yn−1) splnˇuje prvn´ı podmı´nku Pi-
cardovy veˇty, pak existuje rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (2.1), (2.2) ktere´ je definova´no na
intervalu (x0 − δ, x0 + δ) kde δ > 0.
Peanova veˇta zarucˇuje pouze existenci rˇesˇen´ı, Picardova veˇta nav´ıc i jeho jednoznacˇnost.
Du˚kazy obou veˇt lze naj´ıt v [4].
Specia´ln´ım prˇ´ıpadem ODRn je linea´rn´ı ODRn.
Definice 2.4. Obycˇejnou diferencia´ln´ı rovnici nazveme linea´rn´ı, je-li tato rovnice linea´rn´ı
vzhledem ke hledane´ funkci i jej´ım derivac´ım.
Obecna´ linea´rn´ı ODRn ma´ tvar
an (x) y
(n) + an−1 (x) y(n−1) + ...+ a1 (x) y′ + a0 (x) y = f (x) ,
kde ai (x) a f (x) jsou funkce definovane´ na intervalu I. Je-li f ≡ 0 na I, rovnici nazveme
homogenn´ı, jinak nehomogenn´ı. Je-li an (x) 6= 0 na cele´m I, pak lze rovnici prˇeve´st na
norma´ln´ı tvar, cozˇ znamena´ explicitneˇ vyja´drˇit y(n). Obecna´ homogenn´ı linea´rn´ı ODRn je
tvaru
an (x) y
(n) + an−1 (x) y(n−1) + ...+ a1 (x) y′ + a0 (x) y = 0. (2.3)
Nyn´ı se vyja´drˇ´ıme ke strukturˇe rˇesˇen´ı rovnice (2.3).
Veˇta 2.3. Prostor vsˇech rˇesˇen´ı rovnice (2.3) tvorˇ´ı vektorovy´ prostor.
Du˚kaz spocˇ´ıva´ v oveˇrˇen´ı axiomu˚ vektorove´ho prostoru a lze ho naj´ıt naprˇ´ıklad v [4]
Veˇta 2.4. Necht’ y1, ..., yn jsou rˇesˇen´ı (2.3), kde an (x) 6= 0 pro kazˇde´ x ∈ I, ktera´
jsou na I linea´rneˇ neza´visla´ (tvorˇ´ı ba´zi prostoru rˇesˇen´ı). Pak kazˇde´ rˇesˇen´ı (2.3) lze psa´t
jednoznacˇneˇ ve tvaru y = c1y1 + ... + cnyn, kde c1, ..., cn jsou vhodne´ konstanty za´visej´ıc´ı
na y.
Definice 2.5. Funkce y1, ..., yn z prˇedcha´zej´ıc´ı veˇty nazy´va´me fundamenta´ln´ım syste´mem
rˇesˇen´ı rovnice (2.3).
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Specia´ln´ım prˇ´ıpadem homogenn´ı linea´rn´ı ODRn je homogenn´ı linea´rn´ı ODRn s kon-
stantn´ımi koeficienty. Je tvaru
any
(n) + an−1y(n−1) + ...+ a1y′ + a0y = 0, (2.4)
kde ak, k = 0, ..., n jsou rea´lna´ cˇ´ısla. Rˇesˇen´ı (2.4) hleda´me ve tvaru
y = eλx, (2.5)
kde λ je nezna´my´ parametr. Dosazen´ım (2.5) do (2.4)
anλ
neλx + an−1λn−1eλx + ...+ a1λeλx + a0eλx = 0,
z cˇehozˇ po vydeˇlen´ı vy´razem eλx dosta´va´me
anλ
n + an−1λn−1 + ...+ a1λ+ a0 = 0. (2.6)
Hledany´ parametr λ mus´ı by´t korˇenem algebraicke´ rovnice (2.6) n-te´ho stupneˇ. Nazveme
ji charakteristickou rovnic´ı. Tato rovnice ma´ obecneˇ n komplexn´ıch korˇen˚u vcˇetneˇ
na´sobnost´ı.
Veˇta 2.5. Obecne´ rˇesˇen´ı y(x) nehomogenn´ı linea´rn´ı ODRn lze psa´t ve tvaru y = yh + yp,
kde yh je obecne´ rˇesˇen´ı prˇ´ıslusˇne´ homogenn´ı rovnice a yp je neˇjake´(partikula´rn´ı) rˇesˇen´ı
dane´ nehomogenn´ı rovnice.
Standardneˇ se pouzˇ´ıvaj´ı dveˇ metody pro hleda´n´ı yp . Jedna se nazy´va´ metoda variace




Pozdeˇji uvid´ıme, zˇe rˇesˇen´ı odvozeny´ch rovnic vedou na pola´rn´ı rovnice kuzˇelosecˇek. Proto
je nyn´ı vhodne´ zadefinovat, co to kuzˇelosecˇky jsou a jake´ maj´ı vyja´drˇen´ı. Na´sleduj´ıc´ı text
vycha´z´ı z [5].
Definice 2.6. Kuzˇelosecˇka je rovinna´ krˇivka, ktera´ vznikne pr˚unikem roviny s pla´sˇteˇm
rotacˇn´ı kuzˇelove´ plochy. Rovina nesmı´ procha´zet vrcholem kuzˇelove´ plochy.
Definice 2.6 prˇipousˇt´ı trˇi krˇivky nazy´vane´ elipsa, hyperbola a parabola.
Definice 2.7. Mnozˇina bod˚u v rovineˇ, ktere´ maj´ı od dvou r˚uzny´ch bod˚u E a F konstantn´ı
soucˇet vzda´lenost´ı 2a (a ∈ R, a > 0) veˇtsˇ´ı nezˇ vzda´lenost 2e (e ∈ R, e > 0) bod˚u E a F ,
se nazy´va´ elipsa (viz obra´zek 1).
Body E a F se nazy´vaj´ı ohniska elipsy a jejich polovicˇn´ı vzda´lenost e excentricita
elipsy. Spojnice EF se nazy´va´ hlavn´ı osa a symetra´la u´secˇky EF vedlejˇs´ı osa elipsy. Strˇed
S u´secˇky EF se nazy´va´ strˇed elipsy. Cˇ´ıslo a se nazy´va´ hlavn´ı a cˇ´ıslo b =
√
a2 − e2 vedlejˇs´ı
poloosa elipsy. Pro takto definovanou elipsu plat´ı
Veˇta 2.6. V karte´zske´m sourˇadnicove´m syste´mu, kde strˇed S elipsy je za´rovenˇ pocˇa´tkem,







Excentricita e z prˇedcha´zej´ıc´ı definice se pak da´ vyja´drˇit vztahem
e2 = 1− b
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a2













Definice 2.8. Mnozˇina bod˚u v rovineˇ, ktere´ maj´ı od dvou r˚uzny´ch bod˚u E a F konstantn´ı
absolutn´ı hodnotu rozd´ılu vzda´lenost´ı 2a (a ∈ R, a > 0) mensˇ´ı nezˇ vzda´lenost 2e (e ∈
R, e > 0) bod˚u E a F , se nazy´va´ hyperbola (viz obra´zek 2).
Body E a F se nazy´vaj´ı ohniska elipsy a jejich polovicˇn´ı vzda´lenost e excentricita elipsy.
Spojnice EF se nazy´va´ hlavn´ı osa a symetra´la u´secˇky EF vedlejˇs´ı osa hyperboly. Strˇed
S u´secˇky EF se nazy´va´ strˇed hyperboly. Cˇ´ıslo a se nazy´va´ hlavn´ı a cˇ´ıslo b =
√
e2 − a2
vedlejˇs´ı poloosa hyperboly. Pro takto definovanou hyperbolu plat´ı
Veˇta 2.7. V karte´zske´m sourˇadnicove´m syste´mu, kde strˇed S hyperboly je za´rovenˇ pocˇa´tkem,







Excentricita e z prˇedcha´zej´ıc´ı definice se pak da´ vyja´drˇit vztahem
e2 = 1 +
b2
a2
a lezˇ´ı v intervalu (1,∞).
Obra´zek 2: hyperbola
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Definice 2.9. Mnozˇina bod˚u v rovineˇ, ktere´ maj´ı stejnou vzda´lenost od bodu F a od
prˇ´ımky d, neprocha´zej´ıc´ı bodem F , se nazy´va´ parabola (viz obra´zek 3)
Bod F se nazy´va´ ohnisko paraboly a prˇ´ımka d rˇ´ıd´ıc´ı prˇ´ımka paraboly. Vzda´lenost
p, (p ∈ R, p > 0) ohniska od rˇ´ıd´ıc´ı prˇ´ımky se nazy´va´ parametr paraboly. Vrchol paraboly V
je strˇed u´secˇky FK, kdeK je pr˚usecˇ´ık osy paraboly s rˇ´ıd´ıc´ı prˇ´ımkou. Pro takto definovanou
parabolu plat´ı
Veˇta 2.8. V karte´zske´m sourˇadnicove´m syste´mu, kde pocˇa´tek je vrchol paraboly V , osa












Kuzˇelosecˇky v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch
Pola´rn´ı sourˇadnice r a θ jsou krˇivocˇare´ sourˇadnice definovane´ vztahy
x = r cos θ,
y = r sin θ.







(1 + e cos θ), (2.7)
kde p je parametr paraboly a p = b
2
a




< 1 pro elipsu,
= 1 pro parabolu,
> 1 pro hyperbolu .
Odvozen´ı lze nale´zt v [8].
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2.3 Rychlost a zrychlen´ı v pola´rn´ıch soucˇadnic´ıch
Pro zkouma´n´ı obeˇzˇny´ch drah planet je velmi vhodne´ uzˇ´ıt pola´rn´ı sourˇadnice r a θ. Obra´zek
4 ukazuje pola´rn´ı sourˇadnice a pola´rn´ı jednotkove´ vektory r̂ a θ̂ bodu P . Prˇi pohybu P
vektory r̂ a θ̂ nez˚usta´vaj´ı konstantn´ı. Maj´ı konstantn´ı jednotkovou velikost, ale jejich smeˇr
za´vis´ı na pola´rn´ı sourˇadnici θ(je vsˇak neza´visly´ na sourˇadnici r). Smeˇry vektor˚u r̂, θ̂ se





budou potrˇebne´ pro vyja´drˇen´ı rychlosti a zrychlen´ı bodu P v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch.
Nejdrˇ´ıve vyja´drˇ´ıme r̂ a θ̂ pomoc´ı karte´zsky´ch ba´zovy´ch vektor˚u i a j. Dosta´va´me
r̂ = cos θi+ sin θj, (2.8)










Obra´zek 4: Pola´rn´ı sourˇadnice r a θ bodu P a jeho pola´rn´ı jednotkove´ vektory r̂ a θ̂







Prˇedpokla´dejme nyn´ı, zˇe P je bod pohybuj´ıc´ı se v rovineˇ s pola´rn´ımi sourˇadnicemi r a
θ, ktere´ jsou funkcemi cˇasu t. Polohovy´ vektor P vzhledem k pocˇa´tku O ma´ smeˇr r̂ a
velikost |OP | = r. Mu˚zˇeme psa´t
r = rr̂ (2.12)
Abychom z´ıskali vyja´drˇen´ı rychlosti v v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch, mus´ıme derivovat vztah

























Nyn´ı uvazˇujme, zˇe r̂ je fukc´ı θ, cozˇ je funkc´ı t. Podle pravidla o derivova´n´ı slozˇene´ funkce








= θ̂θ˙ = θ˙θ̂
Dosazen´ım do (2.13) z´ıska´va´me vyja´drˇen´ı rychlosti
v = r˙r̂ + rθ˙θ̂. (2.14)
Rovnice (2.14) je vyja´drˇen´ı rychlosti v v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch. Abychom vyja´drˇili zrychlen´ı
















































































Jednotlive´ cˇleny vy´razu (2.15) se nazy´vaj´ı Eulerovo zrychlen´ı (rθ¨), Coriolisovo zrychlen´ı
(2r˙θ˙) a dostrˇedive´ zrychlen´ı (rθ˙2).
Rychlost a zrychlen´ı v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch byly odvozeny standardn´ım postupem,
ktery´ lze nale´zt naprˇ´ıklad v [1].
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2.4 Fyzika´ln´ı pozad´ı
Nyn´ı si uvedeme fyzika´ln´ı za´kony, ze ktery´ch budeme vycha´zet prˇi zkouma´n´ı pohybu
vesmı´rny´ch teˇles. Zneˇn´ı vsˇech za´kon˚u vcˇetneˇ jejich ilustrace na prˇ´ıkladech lze naj´ıt v [2].
Newton˚uv za´kon s´ıly
Zrychlen´ı teˇlesa je prˇ´ımo u´meˇrne´ s´ıle p˚usob´ıc´ı na teˇleso a neprˇ´ımo u´meˇrne´ jeho hmotnosti.
Tento za´kon se cˇasto zapisuje na´sleduj´ıc´ım vztahem∑
F = ma, (2.16)
kde F je vektor s´ıly, a je vektor zrychlen´ı a m je hmotnost teˇlesa.
Za´kon akce a reakce
Pu˚sob´ı-li jedno teˇleso na druhe´ silou, p˚usob´ı i druhe´ teˇleso na prvn´ı silou o stejne´ velikosti
a opacˇne´ orientaci, tj.
F12 = −F21. (2.17)
Newton˚uv gravitacˇn´ı za´kon





kde G je gravitacˇn´ı konstanta, m1 a m2 jsou hmotnosti cˇa´stic a r je jejich vzda´lenost.
Moment hybnosti
Moment hybnosti teˇlesa L je vektorova´ velicˇina definovana´ vztahem
L = m (r × v) .
Velikost momentu hybnosti L = |L|, ktera´ je s pohybem konstantn´ı, vyjadrˇuje vzorec
L = mr⊥v.
Zavedeme take´ meˇrny´ moment hybnosti jako
l = r⊥v (2.19)
Vy´raz (2.19) vyja´drˇ´ıme v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch uzˇit´ım rovnice (2.14). Z obra´zku 5 plyne




















Obra´zek 5: Moment hybnosti
Teˇzˇiˇsteˇ
V kapitole zaby´vaj´ıc´ı se proble´mem dvou teˇles budeme pracovat s pojmem teˇzˇiˇsteˇ soustavy

















3 Proble´m jednoho teˇlesa
Nyn´ı se budeme zaby´vat prˇ´ıpadem vza´jemne´ho pohybu dvou teˇles, z nichzˇ jedno je up-
evneˇno v pocˇa´tku soustavy sourˇadnic. Tuto situaci nazy´va´me proble´m jednoho teˇlesa.
Vyuzˇijeme-li vztahu (2.15) pro vyja´drˇen´ı zrychlen´ı v pola´rn´ıch sourˇadnic´ıch a vztahu













Tyto rovnice jesˇteˇ dopln´ıme pocˇa´tecˇn´ımi podmı´nkami
r(0) = r0, θ(0) = α,
r˙(0) = v0, θ˙(0) = 0. (3.3)
Vydeˇlen´ım rovnic (3.1), (3.2) hmotnost´ı m a integrac´ı druhe´ rovnice z´ıska´va´me vyuzˇit´ım
vztahu (2.20)
r¨ − rθ˙2 = −GM
r2
, (3.4)
r2θ˙ = l. (3.5)
Bez u´jmy na obecnosti budeme l povazˇovat za kladne´.
3.1 Odvozen´ı rovnice dra´hy
Vyjdeme z Newtonovy rovnice (3.4) a eliminujeme z n´ı cˇas uzˇit´ım rovnice momentu hyb-






Tato transformace ma´ silneˇ zjednodusˇuj´ıc´ı efekt. Zacˇneme transformova´n´ım r˙ a r¨. Podle






















Druha´ derivace podle t da´va´


















− l2u3 = −GMu2,








cozˇ je na´mi hledana´ rovnice dra´hy. Vhodne´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky pro rovnici dra´hy
z´ıska´me tak, zˇe zada´me hodnoty u a du
dθ
kdyzˇ θ = α. Protozˇe u = 1
r
, pocˇa´tecˇn´ı hodnota u
je da´na prˇ´ımo pocˇa´tecˇn´ımi daty (3.3). Hodnota du
dθ
nen´ı zada´na prˇ´ımo, lze ji vsˇak odvodit













V te´to cˇa´sti odvod´ıme konecˇnou podobu obeˇzˇny´ch drah Pro jednoduchost uvazˇujeme
polohu v periheliu (bod dra´hy nejbl´ızˇe k centra´ln´ımu teˇlesu), kde je radia´ln´ı slozˇka rychlosti
(ma´ smeˇr r) nulova´, tj r˙ = 0. Pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky (3.8) dostanou podobu
u(0) = u0, (3.9)
du
dθ
(0) = 0. (3.10)




+ u = 0. (3.11)
Rˇesˇen´ı hleda´me ve tvaru u = eλθ, prˇicˇemzˇ λ je korˇenem prˇ´ıslusˇne´ charakteristicke´ rovnice
λ2 + 1 = 0
λ2 = −1
λ1,2 = ±i




Pomoc´ı Eulerovy identity mu˚zˇeme tento vztah upravit
uh = C1(cos θ + i sin θ) + C2(cos θ − i sin θ).
Odtud
uh1 = cos θ,
uh2 = sin θ.
Rea´lna´ cˇa´st rˇesˇen´ı homogenn´ı rovnice (3.11) je
uh = C1 cos θ + C2 sin θ.
Rˇesˇen´ı nehomogenn´ı rovnice (3.7) mu˚zˇeme hledat ve tvaru
u = uh + up,
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kde up je libovolne´ partikula´rn´ı rˇesˇen´ı nehomogenn´ı rovnice. Partikula´rn´ı rˇesˇen´ı budeme





Dosazen´ım do rovnice (3.7) dostaneme








Obecne´ rˇesˇen´ı rovnice (3.7) je




Z pocˇa´tecˇn´ıch podmı´nek urcˇ´ıme hodnoty konstant C1 a C2. Konstantu C1 urcˇ´ıme pomoc´ı
pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky (3.9) a z´ıska´me








C1 = u0 − GM
l2
.
Pomoc´ı druhe´ podmı´nky (3.10) urcˇ´ıme C2.
du
dθ
(0) = −C1 sin 0 + C2 cos 0 = 0,
C2 = 0.






































Vsˇimneˇme si, zˇe vy´raz (3.13) ma´ stejny´ tvar jako vy´raz (2.7). Rˇesˇen´ım rovnice dra´hy je
tedy kuzˇelosecˇka.
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3.3 Perioda elipticke´ dra´hy
















Pokud vezmeme θ = 0 v cˇase t = 0, pak je doba, za kterou se P dostane do dane´ho bodu














kde r je urcˇeno z (3.13). Tento integra´l nen´ı trˇeba pocˇ´ıtat, protozˇe pro jakoukoliv uzavrˇenou












Kdyzˇ srovna´me vy´raz (3.13) s pola´rn´ım vyja´drˇen´ım elipsy uvedeny´m v sekci 2.2, nahle´dneme,












ktery´ je na´mi hledany´m vyja´drˇen´ım periody elipticke´ dra´hy. Uvedene´ odvozen´ı lze nale´zt
naprˇ´ıklad v [1].
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4 Proble´m dvou teˇles
Proble´m urcˇit pohyb dvou volny´ch teˇles ktere´ na sebe vza´jemneˇ p˚usob´ı silami se nazy´va´
proble´m dvou teˇles.
4.1 Vztah k proble´mu jednoho teˇlesa
Necht’ P1 a P1 jsou dveˇ teˇlesa, ktere´ na sebe vza´jemneˇ p˚usob´ı silami. Podle Newtonova
za´kona akce a reakce (2.17) maj´ı tyto s´ıly stejnou velikost, ale opacˇny´ smeˇr. S´ıly F1, F2
















Tento proble´m dvou teˇles se da´ redukovat na ekvivalentn´ı proble´m jednoho teˇlesa.
Vsˇimneˇme si, zˇe teˇlesa P1 a P2 tvorˇ´ı uzavrˇenou soustavu, proto se jejich teˇzˇiˇsteˇ pohy-
buje konstantn´ı rychlost´ı. Doka´zˇeme to secˇten´ım rovnic (4.1) a (4.2)
m1r¨1 +m2r¨2 = 0,
po integraci




Vztah (4.3) je vztah pro vy´pocˇet rychlosti teˇzˇiˇsteˇ (2.22) s konstantou na prave´ straneˇ.
Teˇzˇiˇsteˇ se tud´ızˇ pohybuje konstantn´ı rychlost´ı a jeho pohyb je potom urcˇen z pocˇa´tecˇn´ıch
podmı´nek.
Zby´va´ urcˇit pohyb obou teˇles vzhledem k teˇzˇiˇsti. Dle [1] se vsˇak ukazuje jako snadneˇjˇs´ı













Obra´zek 7: Relativn´ı poloha bodu P1 vzhledem k P2 (vlevo) a poloha P1, P2 a teˇzˇiˇsteˇ T
vzhledem k pocˇa´tku (vpravo)
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Odecˇten´ım rovnic (4.1), (4.2) z´ıska´me












































Rovnici (4.6) budeme nazy´vat rovnic´ı relativn´ıho pohybu. Pohyb teˇlesa P1 vzhledem k
P2 je stejny´, jako by bylo teˇleso P2 upevneˇno a meˇlo hmotnost m1 + m2 namı´sto sve´
skutecˇne´ hmotnosti m2 a teˇleso P1 kolem neˇj ob´ıhalo a meˇlo redukovanou hmotnost µ.
Toto na´m dovoluje prˇeve´st tento proble´m na ekvivalentn´ı proble´m jednoho teˇlesa. Rˇesˇen´ı
tohoto proble´mu je plneˇ popsa´no v kapitole 3.
Pokud jsme nasˇli relativn´ı pohyb dvou teˇles, mu˚zˇeme odvodit jejich pohyb vzhledem













Dra´hu teˇlesa P1 z´ıska´me dosazen´ım vztahu (4.7) do vyja´drˇen´ı dra´hy relativn´ıho pohybu.
Dra´hu pro P2 odvod´ıme obdobneˇ pomoc´ı vztahu (4.8). Prˇedpokla´dejme nyn´ı, zˇe dra´ha
teˇlesa P1 vzhledem P2 byla urcˇena jako elipsa. Potom dra´hy P1, P2 vzhledem k teˇzˇiˇsti
jsou take´ elipsy. Pomeˇr jejich hlavn´ıch poloos je m2 : m1 a soucˇet jejich velikost´ı je stejny´
jako velikost hlavn´ı poloosy dra´hy P1 vzhledem k P2.





kde a je velikost hlavn´ı poloosy dra´hy relativn´ıho pohybu. Tento vztah z´ıska´me snadno





Obra´zek 8: Pohyb P1 a P2 vzhledem k teˇzˇiˇsti
P1
P2
Obra´zek 9: Relativn´ı pohyb P1 vzhledem k P2
Pravdeˇpodobneˇ v´ıce nezˇ polovina hveˇzd v nasˇ´ı galaxii nejsou samostatne´ hveˇzdy jako
nasˇe Slunce, ale vyskytuj´ı se ve dvojic´ıch, ktere´ se pohybuj´ı v d˚usledku vza´jemne´ silove´
interakce. Takova´to dvojice se nazy´va´ dvojhveˇzda. Dvojhveˇzdy jsou prˇ´ıkladem proble´mu
dvou teˇles. Obeˇ cˇa´sti dvojhveˇzdy ob´ıhaj´ı sve´ teˇzˇiˇsteˇ po elipticky´ch draha´ch. Dra´ha jedne´
hveˇzdy vzhledem ke druhe´ je trˇet´ı elipsa. Perioda vsˇech trˇ´ı pohyb˚u je da´na vztahem (4.9).
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4.2 Kosmicke´ rychlosti
Kosmicka´ rychlost je rychlost, ktere´ je potrˇeba dosa´hnout k prˇekona´n´ı gravitacˇn´ıho
p˚usoben´ı dane´ho kosmicke´ho teˇlesa. Rozliˇsujeme za´kladn´ı dva druhy kosmicky´ch rychlost´ı.
Prvn´ı kosmicka´ rychlost je rychlost, ktere´ mus´ı dosa´hnout teˇleso zanedbatelneˇ male´
hmotnosti pro pohyb po kruhove´ dra´ze kolem pevneˇ upevneˇne´ho hmotne´ho teˇlesa v dane´
vy´sˇce r0.
U´nikova´ rychlost je nejnizˇsˇ´ı rychlost, ktere´ mus´ı dosa´hnout teˇleso zanedbatelneˇ male´
hmotnosti, aby opustilo sfe´ru gravitacˇn´ıho vlivu pevneˇ upevneˇne´ho hmotne´ho teˇlesa. Male´
teˇleso se v tomto prˇ´ıpadeˇ pohybuje po parabolicke´ dra´ze kolem hmotne´ho teˇlesa v dane´
vy´sˇce r0. V prˇ´ıpadeˇ Zemeˇ se tato rychlost nazy´va´ Druha´ kosmicka´ rychlost. V prˇ´ıpadeˇ
Slunce mluv´ıme o Trˇet´ı kosmicke´ rychlosti.
U´vahy o kosmicky´ch rychlostech prova´d´ıme pro prˇ´ıpady, kdy jedno teˇleso je nesrov-
natelneˇ hmotneˇjˇs´ı oproti druhe´mu (naprˇ. soustava planeta - druzˇice). V te´to soustaveˇ
se redukovana´ hmotnost µ prˇiblizˇneˇ rovna´ hmotnosti m male´ho teˇlesa. To na´m dovoluje
aproximovat tuto situaci pomoc´ı proble´mu jednoho teˇlesa.





a pomoc´ı vztahu (4.10) provedeme odvozen´ı obou kosmicky´ch rychlost´ı.


























Vztahy (4.11) a (4.12) jsou standardn´ı vzorce pro vy´pocˇet kosmicky´ch rychlost´ı, ktere´ lze
naj´ıt naprˇ´ıklad v [2].
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4.3 Keplerovy za´kony
V te´to kapitole provedeme odvozen´ı Keplerovy´ch za´kon˚u. Pro nasˇi Slunecˇn´ı soustavu
mu˚zˇeme pouzˇ´ıt model proble´mu jednoho teˇlesa. Doka´zˇeme to vypocˇ´ıta´n´ım redukovane´
hmotnosti µ soustavy Slunce a neˇktera´ z planet, naprˇ´ıklad Zemeˇ. Hmotnost Slunce je
M = 1.9891 · 1030kg a naprˇ´ıklad hmotnost Zemeˇ je m = 5.9736 · 1024kg. Redukovana´
hmotnost te´to soustavy je
µ = 5.973582060333922 · 1024 kg,
m
µ
= 1.000004 ≈ 1
Soucˇet obou hmotnost´ı je
M +m = 1.9891059736 · 1030 kg,
M
M +m
= 0.999996 ≈ 1
Podobny´ch vy´sledk˚u se docˇka´me i pro ostatn´ı planety. Jsme tedy opra´vneˇni pouzˇ´ıt pro
odvozen´ı Keplerovy´ch za´kon˚u vztahy plynouc´ı ze sekce 3.
Prvn´ı Kepler˚uv za´kon
Zneˇn´ı: Planety ob´ıhaj´ı kolem Slunce po elipticky´ch draha´ch jen ma´lo odliˇsny´ch od kruzˇnic,
v jejichzˇ spolecˇne´m ohnisku je Slunce.
Prvn´ı Kepler˚uv za´kon prˇ´ımo plyne ze sekce (3.2). Dosad´ıme-li do vztahu (4.10) hod-
noty koeficient˚u pro jednotlive´ planety, dostaneme hodnoty bl´ızke´ nule, cozˇ odpov´ıda´
elipsa´m bl´ızky´m kruzˇnic´ım. Uka´zˇeme si to na prˇ´ıkladu Zemeˇ. Pro Zemi v periheliu plat´ı
r0 = 147 098 074 km a v = 30.287 km · s−1. Da´le hmotnost Slunce M = 1.9891 · 1030kg
a gravitacˇn´ı konstanta G = 6.67384 · 10−11Nm2kg−2. Dosazen´ım teˇchto hodnot do vztahu
(4.10) z´ıska´me hodnotu
e = 0.0165,
cozˇ odpov´ıda´ nasˇemu ocˇeka´va´n´ı. Tuto elipsu mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 10. Obdobne´
vy´sledky obdrzˇ´ıme i pro ostatn´ı planety.
Obra´zek 10: Elipsa s excentricitou e = 0.0165
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Druhy´ Kepler˚uv za´kon
Zneˇn´ı: Obsahy ploch opsany´ch pr˚uvodicˇem planety (spojnice planety a Slunce) za stejny´
cˇas jsou stejneˇ velke´.
V [1] lze naj´ıt, zˇe 2. Kepler˚uv za´kon je ekvivalentn´ı za´konu zachova´n´ı momentu hybnosti.






















kde l je konstantn´ı hodnota momentu hybnosti. Z toho vyply´va´, zˇe plocha S nar˚usta´




Obra´zek 11: Druhy´ Kepler˚uv za´kon
Trˇet´ı Kepler˚uv za´kon
Zneˇn´ı: Pomeˇr druhy´ch mocnin obeˇzˇny´ch dob planet je roven pomeˇru trˇet´ıch mocnin
hlavn´ıch poloos jejich obeˇzˇny´ch drah.



















T´ımto je trˇet´ı Kepler˚uv za´kon doka´za´n.
Vsˇechny Keplerovy za´kony vcˇetneˇ aplikacˇn´ıch prˇ´ıklad˚u lze naj´ıt v [1] nebo [2].
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5 Proble´m trˇ´ı teˇles
V te´to kapitole se budeme zaby´vat vza´jemny´m gravitacˇn´ım p˚usoben´ım trˇ´ı teˇles. V obecne´m
prˇ´ıpadeˇ neexistuje analyticke´ rˇesˇen´ı v uzavrˇene´m tvaru. V [11] lze vsˇak naj´ıt rˇesˇen´ı po-
moc´ı mocninny´ch rˇad, ktere´ ovsˇem konverguj´ı velice pomalu. Proto je trˇeba rˇesˇit u´lohu
trˇ´ı teˇles numericky a pro kazˇdou novou konfiguraci pocˇa´tecˇn´ıch dat dostaneme obecneˇ
jine´ dra´hy. Jsou vsˇak zna´my jiste´ specia´ln´ı prˇ´ıpady, takzvane´ stabiln´ı orbity, kdy zna´me
prˇesne´ rˇesˇen´ı.
5.1 Stabiln´ı orbity
Stabiln´ı orbity jsou prˇ´ıpady periodicky se opakuj´ıc´ıho pohybu trˇ´ı teˇles, ktere´ jsou vsˇak
velmi vy´jimecˇne´. Nejsou vsˇak nalezeny zdaleka vsˇechny. Veˇdci sta´le hledaj´ı nove´ prˇ´ıpady.
Prˇ´ıklady teˇchto stabiln´ıch orbit lze nale´zt v [9], specia´ln´ı prˇ´ıpad stabiln´ıch orbit ve tvaru
osmicˇky uva´d´ıme na obra´zku 12.
Obra´zek 12: Stabiln´ı orbity ve tvaru osmicˇky
5.2 Numericke´ rˇesˇen´ı proble´mu trˇ´ı teˇles
Uvazˇujme syste´m trˇ´ı teˇles. Jejich polohove´ vektory jsou r1, r2, r3 a hmotnosti m1, m2 a
m3. S´ıly, ktery´mi na sebe p˚usob´ı, jsou da´ny Newtonovy´mi za´kony (2.16), (2.17) a (2.18).
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Soustava (5.2) je soustava sˇesti vektorovy´ch, tedy osmna´cti skala´rn´ıch rovnic. V programu
MATLAB je budeme reprezentovat vektorem y = [r1, r2, r3,v1,v2,v3]. Pro otestova´n´ı
algoritmu˚ zvol´ıme pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky odpov´ıdaj´ıc´ı stabiln´ım orbita´m ve tvaru osmicˇky
(viz [10]):
r1 = (0.9700436,−0.24308753, 0),
r2 = (−0.9700436, 0.24308753, 0),
r3 = (0, 0, 0),
v1 = (0.466203685, 0.43236573, 0),
v2 = (0.466203685, 0.43236573, 0),
v3 = (−0.93240737,−0.8647314, 0).
Uvazˇujeme-li G jako jednotku, zada´me hodnoty hmotnost´ı jednotlivy´ch teˇles
m1 = m2 = m3 = 1.
Cely´ proble´m budeme rˇesˇit pomoc´ı skriptu test3 a funkce kepler3, napsany´ch v programu
MATLAB, ktere´ jsou uvedeny v prˇ´ıloze. Tento skript je zobecneˇn´ım skriptu s16, ktery´
lze naj´ıt v [6], pro prˇ´ıpad trˇ´ı teˇles. Skript test3 obsahuje Bogacki-Shampine metodu ktera´
je v MATLABU implementova´na jako funkce ode23 a take´ implicitn´ı metody zpeˇtne´ho
derivova´n´ı implementovane´ v MATLABU jako funkce ode15s.
Bogacki-Shampine metoda je explicitn´ı Runge-Kuttova metoda rˇa´du 3, pouzˇ´ıva´ rˇ´ızen´ı
de´lky kroku a je velmi prˇesna´. Metody zpeˇtne´ho derivova´n´ı se hod´ı pro rˇesˇen´ı takzvany´ch
tuhy´ch proble´mu˚. Ve funkci ode15s jsou obsazˇeny metody zpeˇtne´ho derivova´n´ı rˇa´du 1 azˇ
5. Vı´ce o obou metoda´ch lze nale´zt v [3]. Obra´zky 13 a 14 ukazuj´ı rˇesˇen´ı z´ıskana´ obeˇma
metodami.










Obra´zek 13: Rˇesˇen´ı urcˇene´ metodou zpeˇtne´ho derivova´n´ı
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Obra´zek 14: Rˇesˇen´ı urcˇene´ metodou Bogacki-shampine
Z uvedeny´ch obra´zk˚u je patrne´, zˇe prˇesneˇjˇs´ı rˇesˇen´ı jsme obdrzˇeli pomoc´ı metody
Bogacki-Shampine.
Da´le uvedeme dva prˇ´ıklady rˇesˇen´ı proble´mu trˇ´ı teˇles Bogacki-Shampine metodou pro
uvedene´ pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky. Uvazˇujme soustavu rovnic (5.2) a na´sleduj´ıc´ı pocˇa´tecˇn´ı
podmı´nky
r1 = (1, 0, 0),
r2 = (−1, 0, 0),
r3 = (0, 0, 0),
v1 = (0.5, 0, 0),
v2 = (0.5, 0.5, 0),
v3 = (−1,−1, 0). (5.3)
Vy´sledne´ rˇesˇen´ı je uvedeno na obra´zku 15





Obra´zek 15: Rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (5.2), (5.3) Bogacki-Shampine metodou
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Opeˇt uvazˇujme soustavu rovnic (5.2) a na´sleduj´ıc´ı pocˇa´tecˇn´ı podmı´nky
r1 = (1, 0, 0),
r2 = (−1, 0, 0),
r3 = (0, 0, 0),
v1 = (1, 0, 0),
v2 = (0.5, 0.5, 0),
v3 = (−1,−1, 0). (5.4)
Vy´sledne´ rˇesˇen´ı je uvedeno na obra´zku 16








Obra´zek 16: Rˇesˇen´ı pocˇa´tecˇn´ıho proble´mu (5.2), (5.4) Bogacki-Shampine metodou
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6 Za´veˇr
C´ılem pra´ce bylo shrnout problematiku pohybu vesmı´rny´ch teˇles. Veˇnovali jsme se proble´-
mu jednoho teˇlesa. Urcˇili jsme tvar dra´hy pohybu. Zjistili jsme, zˇe diferencia´ln´ı rovnice
plynouc´ı z Newtonovy´ch za´kon˚u vedou na rovnice kuzˇelosecˇek. Da´le jsme se zaby´vali
proble´mem dvou teˇles. Uka´zali jsme, zˇe tento proble´m lze redukovat na ekvivalentn´ı
proble´m jednoho teˇlesa a vyrˇesˇit stejneˇ jako v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Uka´zali jsme, zˇe
v prˇ´ıpadeˇ soustavy dvou teˇles, kdy jedno je me´neˇ hmotne´ nezˇ druhe´ lze tento prˇ´ıpad
aproximovat proble´mem jednoho teˇlesa. Za tohoto prˇedpokladu jsme odvodili vztahy pro
vy´pocˇet kosmicky´ch rychlost´ı. Take´ jsme ze z´ıskany´ch vy´sledk˚u jsme odvodili Keplerovy
za´kony. Dalˇs´ı situac´ı byl proble´m trˇ´ı teˇles. Tento proble´m v obecne´m prˇ´ıpadeˇ nema´ analyt-
icke´ rˇesˇen´ı v uzavrˇene´m tvaru, ale rˇesˇ´ı se numericky. Existuj´ı i specia´ln´ı prˇ´ıpady proble´mu
trˇ´ı teˇles, tzv. stabiln´ı orbity, kdy teˇlesa ob´ıhaj´ı po sta´le stejny´ch draha´ch. U teˇchto u´loh
analyticke´ rˇesˇen´ı zna´me. Pro jeden prˇ´ıpad stabiln´ıch orbit jsme uvedli numericke´ rˇesˇen´ı
pomoc´ı dvou metod. Uka´zalo se, zˇe rˇesˇen´ı z´ıskane´ pomoc´ı explicitn´ı Bogacki-Shampine
metody je prˇesneˇjˇs´ı nezˇ rˇesˇen´ı vytvorˇene´ pomoc´ı metody zpeˇtne´ho derivova´n´ı. Uvedli
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